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Blutspenden werden auf Diabetes untersucht, das mit 8 % in der Bevdlkerung verbreitet
ist. Dabei werden an Diabetes Erkrankte mit einer Wahrscheinlichkeit von 95 % er-
kannt, wahrend 2 % als Diabetiker eingestuft werden, obwohl sie es nicht sind.

1. Baumdiagramm

a) Stellen Sie ein Baumdiagramm zu dem Sachverhalt auf.

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit lautet das Testergebnis "Diabetiker"?

c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist ein als Diabetiker eingestufter Spender tatsach-
lich nicht erkrankt?

Tipps zu Aufgabe 1c:
Tipp I: Uberlegen Sie, welche Anzahlen sich erwartbar ergeben, wenn 100 000 Perso-
nen getestet werden.

Mit Hilfe der Zahlen konnen Sie die Wahrscheinlichkeit zu b berechnen, wie Ublich:
Zahl der "glnstigen" Falle
Zahl der "méglichen" Félle -

Tipp II: Statt mit den absoluten Zahlen kdnnen Sie auch direkt mit den Wahrscheinlich-
keiten rechnen, indem sie alle absoluten Zahlen wieder durch 100 000 dividieren.

Tipp Ill: Leiten Sie eine immer direkt anwendbare Formel her zur Berechnung der so-
genannten "bedingten Wahrscheinlichkeit".

Information: Bedingte Wahrscheinlichkeiten schreibt man mit einem senkrechten Strich,
wobei hinter dem Strich die Bedingung steht.

Beispiel zur Fragestellung ¢ P(Nichtdiabetiker|Test positiv); kurz P(N|T+).

Gesprochen: "P von N unter der Bedingung T+".

Die Klammer wird mit "von", der senkrechte Strich mit "unter der Bedingung" benannt.

2. Vierfeldertafel

a) Stellen Sie eine Vierfeldertafel zu dem Sachverhalt auf.

b) Suchen Sie in der Vierfeldertafel die Wahrscheinlichkeiten, die Sie zur Beantwor-
tung der Fragen 1b und c bendtigen.

c) Notieren Sie eine allgemeine Formel fur die Berechnung einer bedingten Wabhr-
scheinlichkeit mithilfe einer Vierfeldertafel.

d) Vergleichen Sie die Berechnungswege Uber das Baumdiagramm und die Vierfel-
dertafel. Benennen Sie Vor- und Nachteile flr beide Vorgehensweisen.
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LOSUNG zuM DIABETES-TEST

1. Lésung mit einem Baumdiagramm und EinfGhrungsempfehlung

a)
Diabetes Test

95% + 7.6% D: Diabetes
— D N: kein D

& o - | 04%
Sk 2 % + 1,84%

N
98 % - | 90.16%

Hier zunachst die Losungen in formaler Schreibweise:

b) Das Testergebnis "Diabetiker" bedeutet, der Test ist positiv ausgefallen. Im einen
Fall trifft das Testergebnis zu, im anderen ist es falsch. Aber nach dem Test weil®
niemand, welcher Fall zutrifft. Einen Test positiv erhalten 7,6 % bzw. 1,84 % der
Getesteten.

P(T+)=7,6% + 1,84 % =9,44 %
Der Test diagnostiziert 9,44 % als Diabetiker (obwohl nur 8 % Diabetiker sind!).

c) P(N[T+) = — 284% - 19509

184%+7,6%

Von den Getesteten, deren Ergebnis "Diabetes" lautet, sind rund 20 % entgegen

dem Testurteil nicht an Diabetes erkrankt.

Dieses Ergebnis Uberrascht die Schilerinnen und Schuler in der Regel, da der Test

zunachst sehr sicher aussieht.

Zu den Tipps zu c)

Um auf die L6sung zu kommen, sollten Sie die Schulerinnen und Schiler zunachst
selbst probieren und erkunden lassen.

Das geht mit den Tipps zum Umgang mit den absoluten Zahlen i. d. R. ganz gut.

Mit Tipp | ergeben sich rechts die absoluten Zahlen: 7600, 400, 1840 und 90 160. Ein
positives Testergebnis erhalten 7600 + 1840 = 9440 Getestete. Davon sind 1840 aber
nicht erkrankt. Mit den absoluten Zahlen kénnen die Schilerinnen und Schiler die L6-
sung finden, da es sich um die bekannte Wahrscheinlichkeitsberechnung mit der La-
place-Regel handelt.

P(N|T+) = Zahl der "gunstigen" Falle 1840 _ 1840 _ 19.5 %

Zahl der "mdglichen" Falle 7600+1840 9440
Die Division ergibt einen Prozentsatz von knapp 20 % wie oben.

Tipp II: Dividiert man in dem Bruch Zahler und (beide Summanden im) Nenner durch
die "investierten" 100 000, so ergibt sich unmittelbar die oben notierte Bayes-Berech-
nung mit den Prozentsatzen.
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1840
P(N|T+) = 1840m7600 = 184 %
100 000 + 100 000 1'84 %+ 7’6 %
Vielen Schulern und Schulerinnen ist die Division von Prozentsatzen nicht ganz geheu-
er. Die kdnnen immer auch Uber den Umweg mit den absoluten Zahlen zum richtigen

Ergebnis kommen.

=19,5%

Tipp IlI:

P(Nund T+)

P(T+)
Im Nenner steht immer die Summe der beiden Pfadwahrscheinlichkeiten, die zur Bedingung
gehoren; hier die Wahrscheinlichkeiten der beiden Pfade, die zu T+ flhren.
Im Zahler steht immer eine der beiden Wahrscheinlichkeiten aus dem Nenner, namlich der
untersuchte Fall, hier die Wahrscheinlichkeit zusatzlich kein Diabetes zu haben.
Diese vereinfachte Formel gilt immer fur zweistufige Baumdiagramme mit jeweils nur zwei
Ausfallen (die sich also in einer Vierfeldertafel darstellen lassen).

P(N[T+) =
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2. LOSUNG MIT EINER VIERFELDERTAFEL UND EINFUHRUNGSEMPFEHLUNG

b)

Test positiv T+ Test negativ T- Summe
Diabetes D 7,6 % 0,4% 8 %
kein Diabetes N 1,84 % 90,16 % 92 %
Summe 9,44 % 90,56 % 100 %

Ist schon ein Baumdiagramm vorhanden, so ergeben sich die vier Innenfelder der
Vierfeldertafel direkt aus den vier Pfadwahrscheinlichkeiten im Baumdia-gramm
(deshalb auch der Name). Die "Vierfeldertafel" musste in der oben Ublichen Form
eigentlich "Vierfeldertafel mit Summenrand" heil3en! Da das ein sehr umstandlicher
Name ist, bleibt es bei der verklrzten Variante, gemeint ist aber immer die lange.
Der Rand ist einfach als Summe der Spalten bzw. Zeilen zu erganzen. Rechts un-
ten muss sich immer (bis auf kleine Rundungsabweichungen) 100 % als Summe
der Summenspalte bzw. -zeile ergeben, denn in beiden Fallen sind alle Falle, also
100 %, des Zufallsversuchs erfasst.

P(T+)=7,6 % + 1,84 % = 9,44 % ist hier direkt als Summenwahrscheinlichkeit un-

ten ablesbar. In P(N|T+) = 184% _184% 19,5 % sind Zahler (1,84 %) und
184 %+7,6% 9,44 %

Nenner (9,44 %) direkt in der Vierfeldertafel abzulesen.

Allgemeine Regel fur die Berechnung bedingter Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe ei-
ner Vierfeldertafel:

P(Nund T+)

P(T+)
Im Nenner steht immer die Summe der beiden Wahrscheinlichkeiten, die zur Bedingung
gehoren; hier die Summe zu T+ (9,44 %).
Im Zahler steht immer eine der beiden Wahrscheinlichkeiten aus der Nennersumme, nam-
lich der untersuchte Fall; hier die Wahrscheinlichkeit zusatzlich kein Diabetes zu haben
(1,84 %).
Diese vereinfachte Formel gilt immer fur Vierfeldertafeln.

P(N|T+) =

d)

Wenn die Vierfeldertafel erstellt ist, dann ist die Berechnung der bedingten Wahr-
scheinlichkeit einfach: Man benutzt nur die Zahlen der Bedingungszeile oder -
spalte; hier die Spalte zu T+. Daraus wird der Zahler (zu kein Diabetes N) entnom-
men und der Nenner (die Summe zu T+).

Allerdings ist die Erstellung einer Vierfeldertafel komplizierter, wenn Daten wie hier
gegeben sind, denn sie passen direkt zur Aufstellung eines Baumdia-grammes.
Hier ist die Erstellung des Baumdiagramms mit den gegebenen Daten leicht. Die
Berechnung der bedingten Wahrscheinlichkeit muss mit den Pfadwahrscheinlich-
keiten erfolgen. Dazu muss die Summe im Nenner zuerst noch gebildet werden.
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Nachtrag zur Erstellung der Vierfeldertafel
aus den anfangs gegebenen Daten

Direkt gegeben ist die Zeilensumme zu D mit 8 %, damit auch direkt die andere zu
N mit 92 %.

Von den 8 % Diabetesfallen werden vom Test 95 % positiv getestet. Das Produkt
8% - 95 % =0,08-0,95=0,076 = 7,6 % kann in dem Feld zur Zeile D und zur
Spalte T+ notiert werden.

Von den 92 % Nicht-Diabetesfallen erhalten 2 % irrtimlich einen positiven Test.
Das Produkt 92 % - 2 % = 0,92 - 0,02 = 0,0184 = 1,84 % kann in dem Feld zur Zeile
N und zur Spalte T+ eingetragen werden.

Die restlichen zwei Innenfelder ergeben sich durch Differenzbildung:

8%-7,6% =0,4% und 92 % - 1,84 % = 90,16 %.

Die beiden Summenfelder unten lauten dann 7,6 % + 1,84 % = 9,44 % und

0,4 % + 90,16 % = 90,56 %.

Die Summenzeile und die Summenspalte erganzen sich korrekt zu 100 %.

ZUM ARBEITSBLATT

Mit dem Arbeitsblatt geht es um ein Stuck Lehrerfortbildung: Wie kann die bedingte
Wahrscheinlichkeit eingefuhrt werden — und zwar berechnet mit Hilfe eines Baumdia-
gramms oder einer Vierfeldertafel? Zudem wird gezeigt, wie man Vierfeldertafeln aus
Textdaten erstellt oder leichter, wenn schon ein Baumdiagramm vorhanden ist.

Der Mathematikinhalt ist in der Einfihrungsphase in NRW seit diesem Schuljahr ver-
pflichtend, in anderen Landern friher oder spater auch.

Eingefuhrt wird hier am Thema Testunsicherheit medizinischer Prafungen, eine rele-
vante Problematik, die jede und jeden betreffen kann und tber die man informiert sein
sollte, ehe man sich auf so einen Test einlasst, was ich — so informiert — trotzdem rate!
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