
Volker Eisen 

Materialbasierte, handlungsorientierte 
Bruchrechnung

Tagung für LAA: Handlungsorientierter Mathematik-Unterricht



Programm für heute

„Perlen auf Stäben“ – eine kleine Aufgabe zum Warmwerden

Warum mit Material lernen? 

exemplarische Erkundung zweier Lernumgebungen

Auswertung: Umsetzung der Prinzipien

Stöbern im Material 

Vertiefung: fokussierte Förderung mit Material 

Rückblick
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Was bedeutet „verstehen“?

(Aufgabe Hasemann 1986, Lösungshäufigkeiten aus PALMA, Wartha 2007) 

Lösungshäufigkeiten von Schüler/innen Ende Klasse 7 (aus Palma, n=1168)

Was glauben Sie, welche Zahlen gehören zu welcher Teilaufgabe?

b.) Formales Hantieren a.) Inhaltlich Denken

a.) Färbe zuerst 1/4 des Kreises schwarz. 
Färbe dann noch 1/6 des Kreises schwarz. 
Welchen Bruchteil des Kreises hast 
Du insgesamt schwarz gefärbt? 

b.) Berechne 1/4 + 1/6. 

Bearbeitung von Anke

zu a) Ein Zehntel!

zu b)

Rechnen 
statt 

Verstehen ?!



Was bedeutet „verstehen“?
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Zwei Grundvorstellung 
vom Dividieren wichtig: 
• Verteilen
• Passen in

Preisfrage bei „Der große Preis“: 
· Was ist 30:½? 
· - keine Antwort –

60 – aber fragen Sie 
mich nicht, wieso!

30 : ½

Geteilt als 
„Passen in“

Inhaltlich 
bearbeiten Wie oft passt ½ in die 30?60 mal

Also ist 30 : ½ = 60
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Grundvorstellungen zu Brüchen
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GV nicht nur für die Brüche, sondern auch für die Operationen



Prinzip der Darstellungsvernetzung

(Bruner 1971, Lesh 1979, Duval 2006 et al. ) 7

Darstellungsvernetzung	
  als	
  Design-­‐Prinzip	
  

17	
  

Konkrete	
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(Artefakte,	
  Handlungen)	
  

Symbolisch-­‐
algebraische	
  
Darstellungen	
  

Bildliche	
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Was ist größer

3 oder   3
5 4

Welcher Anteil ist größer?

𝐹ü𝑟 𝑏 > 𝑐 ∶
𝑎
𝑏 <

𝑎
𝑐

Theorie der Repräsentation nach Bruner

Entwicklung des Denkens:

zunehmend bessere Koordination 
zwischen den Darstellungsebenen

Prinzip des Wechsels und der 
Verzahnung

Abstraktion und Konkretisierung



Prinzip der Darstellungsvernetzung und operatives Prinzip

(Bruner 1971, Lesh 1979, Duval 2006 et al. ) 
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Darstellungsvernetzung	
  als	
  Design-­‐Prinzip	
  

17	
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Darstellungen	
  

(Bruner	
  1971,	
  Lesh	
  1979,	
  Duval	
  2006	
  et	
  al.	
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mentales Operieren nach 
dem operativen Prinzip 
- Was passiert, wenn ... 
- Was müsste ich tun, um ...
- Lösung vom Material

*
+

???

Prinzip „Inhalt vor Kalkül“
à in Grundvorstellungen 
investieren;
à länger im Inhaltlichen 
verbleiben 
à immer wieder Formales auch 
aufs Inhaltliche zurückbeziehen
à auch in den Klassenarbeiten 
Inhaltliches abfragen



Fazit: Worauf kommt es an?
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  als	
  Design-­‐Prinzip	
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mentales Operieren nach 
dem operativen Prinzip 
- Was passiert, wenn ... 
- Was müsste ich tun, um ...
- Lösung vom Material

„Anschauung ist nicht eine Konzession an angeblich 
theoretisch schwache Schüler, sondern fundamental 

für Erkenntnisprozesse überhaupt“ (Winter)

Funktionen von Anschauungsmitteln:
• Lösungshilfe

à darstellen und rechnen
• Lernhilfe

à mentale Bilder aufbauen
• Kommunikationshilfe

à argumentieren / begründen

„Ziel des Einsatzes von Arbeitsmitteln und Veran-
schaulichungen ist nicht eine schlichte ‚Verein-
fachung‘ der Zugänge zu mathematischen Sach-
verhalten, sondern die Konstruktion und der Ausbau 
klarer, tragfähiger mentaler Vorstellungsbilder 
… braucht sowohl seine Zeit  als auch ausdrücklicher 
und planvoller Aktivitäten“   (Krauthausen/Scherer)



Brüche addieren mit dem Bruchstreifen
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Gütekriterien zur Auswahl von Anschauungsmitteln (nach Krauthausen/Scherer 2007)

Wird die mathematische Grundidee angemessen verkörpert?

Ist eine Übersetzung in graphische Bilder möglich? (lkonisierung)

Wird die Ausbildung von Vorstellungsbildern und das mentale Operieren mit ihnen unterstützt‘?

Werden verschiedene individ. Bearbeitungs- und Lösungswege zu ein und derselben Aufgabe ermöglicht?

Wird der kommunikative und argumentative Austausch über verschiedene Lösungswege unterstützt‘?

Ist eine strukturgleiche Fortsetzbarkeit gewährleistet?

Ist ein Einsatz in unterschiedlichen lnhaltsbereichen (anstatt nur für sehr begrenzte U’-inhalte) möglich?

Ist ein Einsatz im Rahmen unterschiedlicher Arbeits- und Sozialformen möglich?

Ist die Handhabbarkeit dem Alter der Kinder angemessen?

Wird die Anknüpfung an Lernprozesse und Vorstellungen aus der Grundschule unterstützt?

...

Informationen für Lehrerinnen

Mathekoffer Brüche

37
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Es sollen beispielsweise die Brüche 3—4  und 1—5  addiert werden. Man schiebt einen Streifen bis 
zur jeweiligen Markierung von rechts in den Schlitz. Den anderen fügt man rechts an den 
ersten Streifen an (s. Abb.). Der  Hauptnenner wird mithilfe eines passenden Streifens von Aus-
schneidebogen unter die beiden Brüche gelegt. Es lässt sich nun leicht das Ergebnis ablesen. 

Analog verfährt man bei der Subtraktion: Hier wird allerdings auch der zweite Streifen ent-
sprechend weit durch den Schlitz geschoben. Mit der Strecke von der „0“ des zweiten Streifens 
bis zur „0“ des ersten Streifens wird das Ergebnis der Subtraktion dargestellt. 
Mit einem passenden Raster kann dieses abgelesen werden.

Es hat sich bewährt, wenn die Schülerinnen die Bruchstreifen während der gesamten 
Bruchrechnung zur Verfügung haben. In einem Briefumschlag (DIN lang : 22x11cm) aufbewahrt 
und mit Namen versehen ist der Schwund einzelner Streifen meistens sehr gering.

weitere Materialien 
Eine weitere Methode, Addition und Subtraktion von Brüchen anschaulich darzustellen ist 
in dem Sammelband  „Brüche zum Anfassen“(2011) der Zeitschrift „Mathematik 5-10“ zu 
finden (S. 22/23 und S. 91-94).
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Ein Fördermodell (Wartha 2011)
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In vier Phasen vom konkreten zum gedanklichen Darstellen
1. Phase: 
Handeln am geeigneten Material

S finden eine Verfeinerung, indem sie 
am Steckbrett arbeiten. Dabei 
verbalisieren sie, was sie tun.

2. Phase: 
Beschreiben der Handlung mit 
Sicht auf das Material

S beschreiben, wie sie eine weitere 
Verfeinerung finden können, ohne das 
Steckbrett anzufassen.

3. Phase:
Beschreiben der Handlung ohne 
Sicht auf das Material

S beschreibt einer anderen S, was sie 
am (verdeckten) Steckbrett tun muss, 
um eine weitere Verfeinerung zu finden.

4. Phase: 
Beschreiben einer vorgestellten 
Handlung

S finden auf der symbolischen Ebene 
weitere Verfeinerungen für ½ und für 
andere Stammbrüche.

Informationen für Lehrerinnen

Mathekoffer Brüche
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A3  
1. 1—4   2. 2—4  oder 1—2   3. 1—8

A5
1. und 2. 6—16 oder 3—8

A7
1.  1—6  2.  1—12    3.  1—3

A8
1. 1—4  2. und 3. Individuelle Erklärungen

A9
1.          

2.  1—5  geht nicht. Es sind 24 Noppen, 

 die Zahl ist nicht durch 5 teilbar.

A10
1.               

2. 3—8 ;  3—9  = 1—3 ;   5—12

A11
1.  1—3  2.  2—3    3. 1—6

A12
1.    2.  1—3    3. 1—6    4.  1—12

3.  1—6

3. 4—7 und 8—12 sind mehr als die Hälfte. Die anderen sind weniger als ein Halbes.

 3—9  ist  kleiner als 3—8 , weil Neuntel kleiner sind als Achtel.

Feinere Unterteilungen finden (Erweitern)

•parallel auf drei 
Darstellungsebenen 
arbeiten

•Partnerarbeit oder 
individuelle Förderung

•kein Stufenmodell!
•Diagnose über 
Grundvorstellungsumweg

•in welcher Phase treten 
Schwierigkeiten auf?

•keine Phase überspringen
•ggf. nur eine Phase 
zurückgehen

 

Wartha 2011
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