Tagung fiir LAA: Handlungsorientierter Mathematik-Unterricht EE

Materialbasierte, handlungsorientierte
Bruchrechnung



Programm fiur heute

,Perlen auf Staben” — eine kleine Aufgabe zum Warmwerden
Warum mit Material lernen?

exemplarische Erkundung zweier Lernumgebungen
Auswertung: Umsetzung der Prinzipien

Stébern im Material

Vertiefung: fokussierte Forderung mit Material

Rickblick
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Was bedeutet ,verstehen“? DZLM L

m |2

a.) Farbe zuerst 1/4 des Kreises schwarz. Bearbeitung von Anke

Farbe dann noch 1/6 des Kreises schwarz.
Welchen Bruchteil des Kreises hast
Du insgesamt schwarz gefarbt?

b.) Berechne 1/4 +1/6.

zu a) Ein Zehntel!

Losungshaufigkeiten von Schiiler/innen Ende Klasse 7 (aus Palma, n=1168)

Der Interviewer fragte daraufhin nach:
: o : I.: 75. Das haben wir jetzt ausgerechnet, dafl da
Was glauben Sie, welche Zahlen gehdren zu welcher Teilaufgabe? 5, tauskommt,.. Und bei der Skizzb cben, was
hast du da rausbekommen?
b.) Formales Hantieren i A fy
) a') Inhaltlich Denken L.: Was ist denn nun richtig?

A.:...(65). .. Beides.

L 11 I.: Warum?

08 + 08 4 A.:Ja, er.stm.al 15, das habe ich ja abgeziihlt, und
71,7% ' 3 habe ich ja ausg_er_echr}fet.

06 + 06 +
04 T 04 + 39,2%
0,2 + ] 02+

0 90.7% % 12,5 { 484 = 0 50%  $98%  201% Rechnen

GYM RS HS GYM RS HS statt

(Aufgabe Hasemann 1986, Lésungshaufigkeiten aus PALMA, Wartha 2007) Verstehen ?!




Was bedeutet ,verstehen? DZLM L ’E

Zwei Grundvorstellung Preisfrage bei ,Der groRe Preis”:

_ Was ist 30:74?
e \erteilen

@ - - keine Antwort —

60 — aber fragen Sie
mich nicht, wieso!

vom Dividieren wichtig:

Alsoist 30 : %2 =60

verarbeiten

Modell (\,/_\ _Ergebnisse
O

Mathematik

Geteilt als
Passen in®

mathematisieren
uaJanaudiayul

Situation Welt
" Konse-

quenzen

60 mal Inhaltlich

. Lo ,
sl Wie oft passt % in die 30



Grundvorstellungen zu Briichen ]
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Teil (eines Ganzen): %(Von 1 ~ Resultat einer Division: %: 3 ‘; 4

Relativer Anteil: 7V < 3 — > Verhiitnis: %:3 :4(3zu4)
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Kasten 1: Einige Deutungen einer Bruchzahi (Malle 2004 in ML 123, S. 5)



GV nicht nur fur die Briiche, sondern auch fir die Operationen Em

Erweitern und Kiirzen

Verfeinerung der Einteilung
1 > 2

Vergroberung der Einteilung
e

Addition und Subtraktion von Bruchzahlen

Zusammenfiigen, <— Addieren Subtrahieren—> Wegnehmen
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[ Vorwirtsbewegen, Riickwirtsbewegen,
: Vorwirtsschreiten Riickwiirtsschreiten
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Multiplikation einer natiirlichen Zahl mit einer Bruchzahl

Abgekiirzte Addition: % + % - % -< 3 % %-3 —» Von-Deutung: % von 3

siodag g 2matikl
Multiplikation von Bruchzahlen Division von Bruchzahlen Mathemat 595&"&

123.. I i

7

960 15 o0 VK
10

Von-Deutung: 57 = § von 7 §.2 %
Teilen Messen
(Verteilen) (Aufteilen)

——————-————————————————————————————————J

Kasten 2: Einige Grundvorstellungen zu den Rechenoperationen fiir Bruchzahlen
(Malle 2004 in ML123, S. 7)



Prinzip der Darstellungsvernetzung

Furb >c:
a a
b ¢

Symbolisch-
algebraische
Darstellungen

Verbale
Darstellungen

Bildliche
Darstellungen

Welcher Anteil ist groBer?

(Bruner 1971, Lesh 1979, Duval 2006 et al. )

m |2

DZLM L

Was ist groRer
3 oder 3

5
Symbolisch-
numerische
Darstellungen

Konkrete
Darstellungen
(Artefakte, Handlungen)

4

Theorie der Reprasentation nach Bruner

Entwicklung des Denkens:

zunehmend bessere Koordination
zwischen den Darstellungsebenen

Prinzip des Wechsels und der
Verzahnung

Abstraktion und Konkretisierung




Perlen auf Staben EE]

1. Stelle die Briiche 1.1.2.5.6.3.5 mit
Perlen dar.

2. Es gibt verschiedene Moglichkeiten diese mit
Perlen darzustellen? Zeichne fiir drei Briiche die
Losung ins Heft.

Tipp: Partnerarbeit zur Lésungskontrolle!




Perlen auf Staben EE

1. Welcher Anteil der Perlen ist rot?
Schreibe als Bruch.

2. Welcher Anteil de Perlen ist rot, gelb und blau?
Schreibe als Bruch.

3. Stecke selber Aufgaben und lasse sie von deiner
Partnerin losen.
Kannst du auch Muster stecken?

A

Tipp: Ordne die Farben und stecke sie
zusammenhangend auf einen Stab.




Perlen auf Staben EE]

Auf deinem Stab missen bei der Losung 12 Perlen
stecken! Stelle den angegebenen Anteil mit roten
Perlen dar:

Nele'lelele’e’co'o'e'e'e T N
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Prinzip der Darstellungsvernetzung und operatives Prinzippz; m

Symbolisch- Symbollsch
algebraische > numerische
Darstellungen Darstellungen
A \ /
Verbal mentales Operieren nach
erbale . ..
Darstellungen dem operatlven PI'I“ZIp

/ — \ - Was passiert, wenn ...
v v - Was musste ich tun, um ...
Konkrete

€> Darstellungen - Lésung vom Material

(Artefakte, Handlungen)

- M
S E|p

Bildliche
Darstellungen

(Bruner 1971, Lesh 1979, Duval 2006 et al. ) Das rote Gummiband zeigt das Ganze.
J O O O Q P :
1. Spanne mit weiteren Gummibéandern die
. e T 1
Briiche 5+ 7 g und 73.
) @) ©) ©) C 2. Finde verschiedene Méglichkeiten um %
zu spannen.
5] o 0O o) C 3. Spanne die Briiche % % und %_
D @) O @) C 1 o
3

O
D
D
D)

O

Versuche wenn moglich, verschiedene Lésungen
auf dem Geobrett zu spannen.



Fazit: Worauf kommt es an?

»2Anschauung ist nicht eine Konzession an angeblich
theoretisch schwache Schiiler, sondern fundamental
fir Erkenntnisprozesse Gberhaupt” (Winter)

,Ziel des Einsatzes von Arbeitsmitteln und Veran-
schaulichungen ist nicht eine schlichte \Verein-
fachung’ der Zugange zu mathematischen Sach-
verhalten, sondern die Konstruktion und der Ausbau
klarer, tragfahiger mentaler Vorstellungsbilder

... braucht sowohl seine Zeit als auch ausdricklicher
und planvoller Aktivitdten” (Krauthausen/Scherer)

Funktionen von Anschauungsmittein:

« Losungshilfe
- darstellen und rechnen
* Lernhilfe
- mentale Bilder aufbauen
« Kommunikationshilfe
—> argumentieren / begrunden

Symbolisch- Symbolisch-
algebraische numerische
Darstellungen Darstellungen

Verbale
Darstellungen

o Konkrete
Bildliche Darstellungen
Darstellungen (Artefakte, Handlungen)

mentales Operieren nach
dem operativen Prinzip

- Was passiert, wenn ...
- Was musste ich tun, um ...
- Losung vom Material

m (2



Programm fiur heute

,Perlen auf Staben” — eine kleine Aufgabe zum Warmwerden
Warum mit Material lernen?

exemplarische Erkundung zweier Lernumgebungen
Auswertung: Umsetzung der Prinzipien

Stoébern im Material

Vertiefung: fokussierte Forderung mit Material

Rickblick
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Aktivitat: Zwei Lernumgebungen erkunden (2 x 10° PA)

Funktionen von Anschauungsmittein:

Mit Geobrettern arbeiten:

4 Aufgabenkarten zum
Darstellen von Briichen

Das rote Gummiband zeigt das Ganze.

) o4 v o) A
1. Spanne mit weiteren Gummibandern die
1 1 1 1

Briche 7+ 3+ 3 und 3.
o) o} o (e] C 2. Finde verschiedene Mdglichkeiten um +

2u spannen

35 7

S fe) le) o C 3. Spanne die Briiche T 7 und ig.

Versuche wenn moglich, verschiedene Losungen
auf dem Geobrett zu spannen,

Losungshilfe

- darstellen und rechnen
Lernhilfe

- mentale Bilder aufbauen
Kommunikationshilfe

—> argumentieren / begrunden

Welcher Bruch ist grafer:

5 5
— oder —?
8 12

Finde verschiedene Strategien!

mentales Operieren nach
dem operativen Prinzip

- Was passiert, wenn ...
- Was musste ich tun, um ...

Symbolisch- P ""Vsr;mbolisci\:w .
algebraische H‘\ nnnnn ische /‘
Darstellungen - Darstellung
Verbale \
Darstellungen /,/



Programm fiur heute
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Stébern im Material
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Rickblick



Mit Geobrettern arbeiten: Al EE

Das rote Gummiband zeigt das Ganze.

1. Spanne mit weiteren Gummibandern die
.. 1T 1 1 1
Briiche 5'%3' 3§ und 16"

1

2. Finde verschiedene Méglichkeiten um —

Zu spannen.

o Ry 3 5 7
3. Spanne die Briiche =, = ynd 1¢.

Versuche wenn maoglich, verschiedene Losungen
auf dem Geobrett zu spannen.



Mit Geobrettern arbeiten: A7

Das rote Gummiband zeigt das Ganze.

1. Welchen Bruchteil zeigt das griine
Gummiband?

2. Wenn das griine Gebiet halb so grol3 ware, wie
heillt dann der Bruch?

3. Verandere das rote Gummiband so, dass das
Ganze nur noch halb so groB ist. Welchen Bruch
stellt das griine Gummiband jetzt dar?

Zeichne deine Ergebnisse in die Vorlage und Noma:
beschrifte die Bruchteile.
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Mit Geobrettern arbeiten: B7

b

Das rote Gummiband zeigt das Ganze.

Katja sagt:,Das griine Gummiband stellt % dar”

lll

Ben:,Nein das grline ist >
Jan meint: ,Das griine sind % vom Ganzen.”

Wer hat Recht? Begriinde.




Mit Geobrettern arbeiten: C7

1. Das rote Gummiband stellt 2 dar. Spanne mit
O O O O O 3
einem anderen Gummiband ein Ganzes.
O O O 3
2. Das rote Gummiband stellt < dar. Spanne mit
O O O . . .
einem anderen Gummiband ein Ganzes.
o O O 3. Das rote Gummiband stellt % dar. Spanne mit
O o o einem anderen Gummiband ein Ganzes.

Zeichne deine Ergebnisse in die Vorlage und
beschrifte die Bruchteile.



Bruchstreifen: Briche vergleichen

Welcher Bruch ist grofer:

5 5
— oder —?
8 12

Finde verschiedene Strategien!

PN

(SIS

o=

20



Welcher Bruch ist grofBer?

b

Nenner vergleichen

9

Zehntel sind kleiner
als Neuntel.

4
oder 10‘

\\\'HI@

Zahler vergleichen

P
4
odef 5

> )

7 9
8 oder 10

*3

5

x4
Also ist 45

weniger als 3

Bei ] fehlt }

zum Ganzen.

4 von 5 Stiicke Pizza
sind mehr als 3 von
5 Stiicke.

Mit der Halfte vergleichen

\4 3 £
7oder-8- |

[4|

die Hdlfte. 3

0
=)

.9 1
Bei 5 fehlt i3
zum Ganzen, das

ist weniger als ;

Mit dem Ganzen vergleichen

Also ist 1% grafer,

weil weniger zum
Ganzen fehlt.

3. . .
3 ist weniger als die

Mathematik suw

WELCHER BRUCH#%

Halfte. g wdre genau
die Halfte.

fPr|n2|p ,Inhalt vor Kalkdl”
- in Grundvorstellungen investieren;
- ldnger im Inhaltlichen verbleiben

Gleichnamig machen
~_

'3 2
| 7oder5 |

Erst einmal einen
gemeinsamen Nenner suchen,

- immer wieder Formales auch aufs Inhaltliche zuriickbeziehen

Also ist g grofer

2.1 als 5.

Ich weiB, dass 3
gleich 0,75 ist.

\j auch in den Klassenarbeiten Inhaltliches abfragen
erweitern, ] | n VergleiChen
)
s 7°
4" 10

.‘S%E J—iI‘Jh

Jetzt kann ich die
Nenner vergleichen.
Also ist g graBer.

7o
10 ist einfach.

Das sind 0,7. Also ist 3
grofBer, weil 0,75 grofer
als 0,7 ist.
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Was ist im Mathe-Koffer Briiche drin? E

Briiche darstellen

Mit Geobrettern arbeiten| 6 Geobretter, Gummiringe,
Arbeitskarten
Perlen auf Stdben 300 Perlen in 3 Farben, Holzspiefe
—— [Arbeitskarten
\f
Bruchteile aus Sand Arbeitsblatt auch: Briiche vergleichen ]
Briche falten Papier
\ (verschiedenene GraofBe und Farben)

l auch: Erweitern und Kiirzen ]




Was ist im Mathe-Koffer Briiche drin?

m |2

Briche ordnen und vergleichen

Briche auf der
Wadscheleine

1Xx

Reepschnur
Verschiedene Satze Bruchkarten

Bruchstreifen

Ausschneidebdgen
Kopiervorlagen

Kartenspiel ,.Schummeln®

3 Kartenspiele a 52 Karten

Welcher Bruch ist grofer?

1Xx

Plakat

Bruchteile schdtzen

Kopiervorlage




Was ist im Mathe-Koffer Briiche drin?

Mit Brichen rechnen

Spiel ,Vier gewinnt"

Spielpldne
300 Chips in 2 Farben

Spiel .Wer ist am ndchsten dran?"

3 Kartenspiele a 52 Karten

Briche addieren mit dem 1 x |Ausschneidebdgen
Bruchstreifen Kopiervorlagen
Bruchdomino Multiplikation 1 x 18 Dominosteine

auf 2 Ausschneideboc- ==

Lege 12

Arbeitsblatt
Kopiervorlage

m |2




Briiche addieren mit dem Bruchstreifen

Giitekriterien zur Auswahl von Anschauungsmitteln (nach Krauthausen/Scherer 2007)

Wird die mathematische Grundidee angemessen verkorpert?

Ist eine Ubersetzung in graphische Bilder méglich? (Ikonisierung)

Wird die Ausbildung von Vorstellungsbildern und das mentale Operieren mit ihnen unterstiitzt?

Werden verschiedene individ. Bearbeitungs- und Losungswege zu ein und derselben Aufgabe ermdglicht?
Wird der kommunikative und argumentative Austausch tber verschiedene Losungswege unterstitzt’?

Ist eine strukturgleiche Fortsetzbarkeit gewahrleistet?

\ L J o
Y Y
34 1
4 5
1§ _J
Y
19
20

Ist ein Einsatz in unterschiedlichen Inhaltsbereichen (anstatt nur fiir sehr begrenzte U’-inhalte) moglich?
Ist ein Einsatz im Rahmen unterschiedlicher Arbeits- und Sozialformen maoglich?
Ist die Handhabbarkeit dem Alter der Kinder angemessen?

Wird die Anknlpfung an Lernprozesse und Vorstellungen aus der Grundschule unterstiitzt?

m (2



Domino Multiplikation

.

___________ : ,”T_____-
S n 2 _1
16 2 1 1 6 3
32
[ 11 W\
W) i
___________ QAL e e e e =
r- " Tr=-—-—-—-=-- T
| Q)
31 |
| 24 8 1 5 |
| 4°6 |
|j |
| |

W,

s,

E|D

B

|

3.1

4°6 |

|

|

_____ )
r-—--"7T-=-=-== A
| O
| 1 |
| 9 2 3 |
| 3°'g |
o I
| B
2 1 |
I 6 3 3 1 1
| 46 |
| |
| |




Schummeln

il =

28



Schummeln

Finf Neuntel

Zwei Neuntel

a 3 ZURIP UISYDBU We IS| I
W uRWWNYdS
-

{UBIP UISYIBU We S| IIM

uppWWNYdS
~ I~ er

Schummeln M

Wer ist am nachsten dran? )

Drei Fiinftel

29



Schummeln E
D

[ Finf Neuntel ] ‘
[ Drei Flinftel ]

&
5

Mein Bruch ist
groBer

IRRDERIRRANY 1R 1 FREREY)
EIEEY LEEITI INERNEIRINE

n|n




Lege 12
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Ein Fordermodell (Wartha 2011)

Feinere Unterteilungen finden (Erweitern)

In vier Phasen vom konkreten zum gedanklichen Darstellen

1. Phase:

Handeln am geeigneten Material

2. Phase:

Beschreiben der Handlung mit

Sicht auf das Material

3. Phase:

Beschreiben der Handlung ohne

Sicht auf das Material

4. Phase:

Beschreiben einer vorgestellten

Handlung

S finden eine Verfeinerung, indem sie
am Steckbrett arbeiten. Dabei
verbalisieren sie, was sie tun.

S beschreiben, wie sie eine weitere
Verfeinerung finden kénnen, ohne das
Steckbrett anzufassen.

S beschreibt einer anderen S, was sie
am (verdeckten) Steckbrett tun muss,

um eine weitere Verfeinerung zu finden.

S finden auf der symbolischen Ebene
weitere Verfeinerungen fiir 2 und fur
andere Stammbriiche.

*parallel auf drei
Darstellungsebenen
arbeiten

*Partnerarbeit oder
individuelle Férderung

*kein Stufenmodell!

*Diagnose uber
Grundvorstellungsumweg

Symbole

Bilder

Bruch als Anteil
Addition als Hinzuftigen

Gemeinsame Unterteilung

m (2

>

»ilo

Bruch als Anteil '—

Verfeinern der Unterteilung

=

Wartha 2011

*in welcher Phase treten
Schwierigkeiten auf?

*keine Phase Uberspringen

*ggf. nur eine Phase
zuruckgehen
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