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Abb.1: Abstand zwischen zwei Punkten im 3D-Modell

Vektoren im 3D-Modell

Analytische Geometrie mit einem raumlichen Koordinatenmodell

Volker Eisen

Warum ein raumliches Koordinatenmodell

Im Geometrie-Unterricht der Sekundarstufe |1 bildet die Entwicklung einer sicheren
Raumanschauung sowohl ein zentrales Ziel a's auch eine unverzichtbare V oraussetzung fiir
die verstindige Bearbeitung komplexer raumlicher Probleme mit den Hilfsmitteln der

V ektorrechnung. Der Oberstufenlehrplan in NRW z.B. beschreibt den Ubergang vom sinnlich
erfahrbaren Raum zum ,,euklidischen Raum* als bedeutende Kulturleistung. Wie kann dieser
Ubergang im Unterricht durch geeignetes Anschauungsmaterial unterstiitzt werden?



Bereitsin der Sekundarstufe | untersuchen Schiilerinnen und Schiiler rdumliche Situationen
an Hand konkreter Gegenstinde und Modelle (z.B. Wiirfelgebdude oder Verpackungen). In
der Oberstufe kommt die koordinatenbezogene Darstellung dazu. Das bleibende Problem ist -
wohl bis zur Wahrwerdung von bisher nur in der Science-Fiktion moglichen Projektionen -,
dass jede zeichnerische Visualisierung, m.E. auch bei Computereinsatz, den erfolgreichen
Ubergang schon mehr oder weniger voraussetzt und eben eine material gebundene Darstellung
durch die Gesetze der Schwerkraft eng begrenzt wird bzw. einen immer wieder neu hohen
Aufwand erfordert.

Einen praxistauglichen Kompromiss zwischen flexibler Darstellung und akzeptablem
Materialaufwand bietet das raumliche Koordinatensystem wie in Abb. 1. Drei 0,65 m x 0,65m
groBe Plexiglasplatten werden als Koordinatenebenen orthogonal ineinander gesteckt. Jede
Platte ist mit einer regelmiBigen Lochung versehen, so dass unter zu Hilfenahme von
Gummibédndern, Holzchen, Gewindestangen, Wascheklammern oder selbstklebenden
Notizzetteln Punkte und Punktmengen im Bereich des Koordinatenwiirfels markiert werden
konnen.

Anschauung als Ausgangspunkt fiir Raumvorstellung

Auch Oberstufenschiilerinnen und —schiilern fillt es beispielsweise hdufig noch schwer, die
zur Berechung des Abstands zweler Punkte im Raum erforderliche doppelte Anwendung des
Satzes des Pythagoras zu erfassen. In Abb. 1 sind die Punkte A und C als Koordinatentripel
vorgegeben und von Schiilern in den Raum ,,gestellt worden (der Punkt B ist ein spiterer
Hilfspunkt). Die Hypotenusen konnten nun z.B. mit Klebeband markiert werden. Dies fiihrte
bei den Schiilerinnen und Schiilern zu einem spiirbaren Aha-Effekt. Die Lésung (im
Hintergrund an der Tafel) wurde durch Nachmessen der Strecke AC tiberpriift. Mit Hilfe der
Konstellation in Abb. 1 kann auch die Pfeildeutung eines Vektors als Richtungsangabe im
Raum (Malle 2005) verdeutlicht werden. Im Sinne eines,,dreidimensionalen
Steigungsdreieck (nach dem Motto eins nach rechts, zwei nach hinten, zwei nach oben) kann
im Modell die Richtungsidnderung konkret durch einen Vektor eingefiigt werden (Klebeband
mit Pfeilspitze). Diese recht einfachen Beispiel verweisen auf die Moglichkeit, auch in der
ana ytischen Geometrie die Begriffshildung auf eine konkrete Anschauung zu griinden.

Die Kopiervorlage (MUED 2009; die Aufgabe stammt von Philipp Hamers) zeigt nun eine
komplexere Aufgabe, wie sie als sogenannte Anwendung der V ektorgeometrie typisch ist.
Ohne eine tragende Vorstellung der Konstellation ist die Fragestellung nicht zu beantworten.
Die Gegeniiberstellung der Darstellung im Modell (Abb. 2) mit einer (sehr exakten!)
Zeichnung (Abb. 3) belegt m.E. sinnfillig die Eingangsthese, dass sowohl Erstellen als auch
Interpretieren einer projektiven Darstellung schon eine entwickelte Raumvorstellung
voraussetzt. Immerhin muss die Idee entwickelt werden, die Grenzlinie des Schattens al's
Schnittgebilde aufzufassen. Eine rein zeichnerische Entscheidung, ob der Kopf der Hauptfigur
im Schatten liegt, ist nicht moglich. Im Modell entsteht die Kulisse in ihrer raumlichen
Ausdehnung ebenso konnen nun die idealisierten Darsteller aufgestellt werden. Eventuell
geniigt dies schon, um eine Losungsidee zu entwickeln. Weitergehend kann das Problem aber
nun auch unter Einsatz einer Taschenlampe experimentell untersucht werden. Der
Materialeinsatz eroftnet also individuelle Zugidnge zur Entwicklung einer Losungsidee und
damit auch differenzierte Ausgangspunkte fiir Abstraktionsleistungen.



Weitere Moglichkeiten

Mit den noch verhiltnismaBig einfachen Hilfsmitteln des 3D-Koordinatensystems werden im
Unterricht von den Anfiangen der Koordinatendarstellung bis hin zur Untersuchung
bei spiel sweise platonischer Korper gegenstiandliche Raumerfahrungen a's Ausgangspunkt von
Abstraktionen moglich:

Auffinden von Punkten im Raum; Benennung gegebener Punkte;

Darstellung einer Raumdiagonale und Entwicklung der Abstandsformel;

Entwicklung der Parameterform von Gerade und Ebene;

Visualisierung des Normalenvektors;

Darstellung von Korpern durch Vektorziige und Veranschaulichung von Schnittgebilden;

Untersuchung von Lagebeziehungen (z.B. die Frage von Herrn Falk ...);

In der Regel wird man nicht mehrere dieser Modelle zur Verfiigung haben. Doch schon mit
einem Modell im Klassenraum sind verschiedene didakti sch-methodische Arrangements
realisierbar, sobald die Arbeit in freieren Formen organisiert wird, so dass nicht alle
Schiilergruppen gleichzeitig Zugriff auf das Modell benétigen. So kdnnen die Schiilerinnen
und Schiiler (vorzugsweise in Gruppen):

eine zuvor aufgebaute Konstellation mit V ektoren beschreiben;

eine beschriebene Konstellation im Modell nachbauen;

rechnerische Losungen kontrollieren, insb. bei Schnittproblemen;

Zusammenhinge und Gleichungen begriinden;

Produkte ihrer Arbeit im Plenum prasentieren.
Die Arbeit am groBen Modell kann durch kleine Pappmodelle, die die Schiilerinnen und
Schiiler selber basteln, unterstiitzt werden. Drei Pappen sind schnell zu Koordinatenebenen
zusammengesteckt; Holzspie3e ibernehmen die Funktion der Stangen im grof3en Modell.
Somit kénnen spezielle Situation recht schnell vergegenwirtigt werden, wenngleich die
Pappmodelle nicht sehr flexibel sind.

Auch beim Plexiglasmodell setzt die Physik natiirlich Grenzen, so konnen in den

K oordinatenebenen ausschlieflich ganzzahlige Koordinaten dargestellt werden. Jede gewihlte
Einheit kann nur bis zum siebenfachen Betrag in der Darstellung vorkommen. Dennoch stellt
die prinzipielle Moglichkeit der rdumlich-gegenstéindlichen Darstellung einen groien Gewinn
dar, auch wenn diese auf exemplarische Fille beschrinkt bleibt. Die Begrenzung des
Materialsist dann der Anlass fiir die Losung von der Anschauung im Sinne des Ubergangs
zum euklidischen Raum.
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Kopiervorlage

Wilder Westen

Der Regisseur einer Western Parodie dsst den finalen
Showdown drehen. Die Zeit am heutigen Drehtag ist allerdings
schon vorangeschritten. Der Regisseur hat Sorge, dass die beiden
Hauptdarsteller bald vom Schatten der Kulisse getroffen werden.

Die schattenwerfende Kulisse in der Nahe der Schauspieler ist
eine Kirchen-Attrappe, die mit folgenden Punkten beschrieben
werden kann: P; (1/0/0), P, (1/0/2), P; (4/0/2), P4 (4/0/4), Ps
(5/0/6), Ps (6/0/4), P; (6/0/0). (Alle Einheiten sind in Metern
angegeben.)

Die beiden Darsteller sollen auf den Punkten Pg (3,5/4/0) und Pq e '
(1/4/0) stehen und ihr Duell austragen. (Zur Vereinfachung konnen die Schauspieler als
Strecken ohne Breite angesehen werden.)

Die Sonnenstrahlen scheinen z.Zt. in die Richtung (-1/2/-2).

Skizzieren Sie die Szene und/oder bauen Sie die Szene im 3-D-Modell nach.
Priifen sie, ob die Kopfe der 1,7 Meter hohen Duellanten im Schatten liegen und erldutern Sie
ihren Losungsweg. Wie wird sich die Situation in den niachsten Stunden verdndern?
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Abb. 2: Mégliche Losungen — im Modell... Abb. 3: ... und als Skizze.



